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Typewritten text
The Dominating Set of the Operation of Special Graphs



graf jaring laba-laba Wbn, parasut PCn, helm Hn,m, dan regular A2n,m. Ke-

mudian [?] juga melakukan penelitian tentang dominating set pada graf rem

cakram Dbn,m, prisma Dm,n, lampion £n,m , tingkat tangga prisma Dtn,m, dan

Amal (Cn, 1,m). Penelitian mengenai dominating set pada graf tribun Tn, rantai

pentagon BCn, Shack (Sm, n), Cn � (P4 + K1), Cn + Pn, lobster Li,j,k, trian-

gular ladder Ln, P2 ⊗ Cn, dan Pn[C3] telah dilakukan oleh [8]. [?] dan [?] telah

melakukan penelitian tentang aplikasi teori dominating set pada analisis mor-

fologi jalan. Kemudian masih di tahun yang sama, [?] juga melakukan peneli-

tian tentang dominating set pada graf Fln, ϑn,m, Fn,k, Bn,m, dan CRn,m, serta

mengaplikasikan teori dominating set pada analisis topologi jaringan Wide Area

Network (WAN).

Berdasarkan penelitian sebelumnya, maka peneliti akan mengembangkan

teori dominating set pada hasil operasi graf khusus, yaitu graf G1[G2], Pn[Km],

Cn[Wm], Ln[Km], Pn[Btm], Amal (G, v = xi, r), dan Amal (Btn, v = x2, r).

Teorema yang Digunakan

3 Teorema 1 Untuk sebarang graf G, maka d p
1+∆(G)e ≤ γ (G) ≤ p−∆ (G).

Bukti: Misalkan S adalah sebuah dominating set dari G. Untuk batas bawah-

nya, setiap titik dapat sebagai dominating set dan mempunyai ∆(G) ke titik

yang lain. Berakibat, γ(G) ≥ d p
1+∆(G)e. Untuk batas atasnya, misalkan v adalah

titik dengan derajat maksimum (∆(G)) dan N [v] merupakan titik yang adjacent

dengan v. Maka v sebagai dominating set dari N [v] dan titik-titik di V −N [v]

merupakan dominating set mereka sendiri. Berakibat, V − N [v] merupakan

dominating set dengan kardinalitas p−∆(G), sehingga γ(G) ≤ p−∆(G). Maka

d p
1+∆(G)e ≤ γ(G) ≤ p−∆(G) [?].

Hasil Penelitian

Dari hasil penelitian ini diperoleh 2 teorema dan 5 akibat yaitu domi-

nation number pada graf G1[G2], Pn[Km], Cn[Wm], Ln[Km], Pn[Btm], Amal

(G, v = xi, r), dan Amal (Btn, v = x2, r).

Teorema yang pertama adalah domination number pada hasil operasi com-

position dari sebarang dua graf sederhana. Teoremanya adalah sebagai berikut:

3 Teorema 2 Misal G1 dan G2 adalah sebarang graf sederhana dengan ∆ (G2) =

|V (G2)| − 1. Maka domination number dari γ (G1[G2]) = γ (G1).
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Bukti. Composition dari graf G1(V1, E1) dan G2(V2, E2) dinotasikan dengan

G = G1[G2], yaitu graf dengan himpunan titik V (G1) × V (G2) dan dua titik

(u1, u2) dan (v1, v2) di G adjacent ketika (u1 adj v1) atau (u1 = v1 dan u2 adj

v2). Misal |V (G1)| = m dan |V (G2)| = n maka |V (G1[G2])| = mn. Misal

∆ (G1) = k, dimana k ≤ m − 1 maka d m
k+1e ≤ γ (G1) ≤ m − k dan misal ∆

(G2) = n−1 maka ∆ (G1[G2]) = n(k+1)−1. Pilih titik yang menjadi dominating

set D = {xiyj ; 1 ≤ i ≤ |V (G1)|;xi ∈ V (G1);xi adalah dominating set di G1; yj

adalah sebarang satu titik di G2; dimana ∆ (yj) = |V (G2)| − 1}, maka dapat

dilihat bahwa D adjacent dengan semua elemen V \D. |D| = γ (G1) sehingga γ

(G1[G2]) = γ (G1). Berdasarkan Teorema 1 dinyatakan bahwa d p
1+∆(G1[G2])e ≤

γ (G1[G2]) ≤ p − ∆ (G1[G2]), substitusikan nilai p dan ∆ (G1[G2]) menjadi

d mn
n(k+1)e ≤ γ (G1[G2]) ≤ mn − (n(k + 1) − 1), sehingga diperoleh batas bawah

dan batas atas domination number yaitu d m
k+1e ≤ γ (G1[G2]) ≤ mn−nk−n+1.

Untuk γ (G1) = d m
k+1e, maka γ (G1[G2]) berada pada batas bawah domination

number. Untuk d m
k+1e < γ (G1) ≤ m − k akan ditunjukkan m − k ≤ mn −

nk − n + 1. mn − nk − n + 1 = m − k(n − n
m−k + 1

m−k ). Untuk m > 1,

n ≥ 1, dan k < m− 1, ambil m dan n terkecil yaitu m = 2 dan n = 1 sehingga

n − n
m−k = 1 − 1

2 = 1
2 dan 1

m−k = 1
2 . Sehingga untuk m > 1, n ≥ 1, dan

k < m−1 diperoleh n− n
m−k ≥

1
2 dan 0 < 1

m−k ≤
1
2 , sehingga n− n

m−k + 1
m−k ≥ 1.

Hal ini mengakibatkan m − k(n − n
m−k + 1

m−k ) ≥ m − k. Sehingga diperoleh

m − k ≤ mn − nk − n + 1. Maka γ (G1[G2]) berada pada selang domination

number untuk d m
k+1e < γ (G1) ≤ m− k. 2

Selanjutnya akan disajikan akibat yang pertama dari Teorema 2.1, dimana

graf yang digunakan pada akibat ini adalah graf Pn[Km]. Berikut adalah akibat

yang pertama dari Teorema 2.1.

n dan graf lengkap Km, dimana n ≥ 2 dan m ≥ 3, maka γ (Pn[Km]) = dn3 e.

Bukti. Graf Pn[Km] adalah graf dengan V (Pn[Km]) = {xiyj ; 1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤
m}, E(Pn[Km]) = {xiyj xiyk; 1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤ m; j 6= k} ∪ {xiyj xi+1yk; 1 ≤
i ≤ n−1; 1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ m}, |V (Pn[Km])| = mn, |E(Pn[Km])| = mn(m−1)

2 +

m2(n−1), dan terdapat dua kemungkinan ∆ (Pn[Km]), yaitu ∆ (Pn[Km]) = 2m−
1 untuk n = 2 dan ∆ (Pn[Km]) = 3m− 1 untuk n ≥ 3. Pilih titik yang menjadi

dominating set D = {xi−1yj ; 1 ≤ i ≤ n; i = kelipatan 3; yj adalah sebarang satu

titik di Km} ∪ {xnyj ;n = 3k+ 1; dimana k ∈ A; yj adalah sebarang satu titik di

Km}, maka dapat dilihat bahwa D adjacent dengan semua elemen V \D. |D| =
dn3 e sehingga γ (Pn[Km]) = dn3 e. Berdasarkan Teorema 1 dinyatakan bahwa

d p
1+∆(Pn[Km])e ≤ γ (Pn[Km]) ≤ p − ∆ (Pn[Km]), substitusikan nilai p dan ∆

Hendry, et.al: Dominating Set pada Hasil Operasi Graf Khusus 91

Akibat 1 Misal G adalah graf hasil operasi composition dari graf lintasan
P



(Pn[Km]). Untuk n = 2 maka ∆ (Pn[Km]) = 2m−1 sehingga d p
1+∆(Pn[Km])e ≤ γ

(Pn[Km]) ≤ p − ∆ (Pn[Km]) menjadi d2m
2me ≤ γ (Pn[Km]) ≤ 2m − (2m − 1),

sehingga diperoleh batas bawah dan batas atas domination number yaitu 1 ≤ γ
(Pn[Km]) ≤ 1. Maka γ (Pn[Km]) berada pada batas bawah domination number.

Untuk n ≥ 3 maka ∆ (Pn[Km]) = 3m−1 sehingga d p
1+∆(Pn[Km])e ≤ γ (Pn[Km]) ≤

p−∆ (Pn[Km]) menjadi dmn
3m e ≤ γ (Pn[Km]) ≤ mn−(3m−1), sehingga diperoleh

batas bawah dan batas atas domination number yaitu dn3 e ≤ γ (Pn[Km]) ≤
mn− 3m+ 1. Maka γ (Pn[Km]) berada pada batas bawah domination number.

2

Selanjutnya akan disajikan akibat yang kedua dari Teorema 2.1, dimana

graf yang digunakan pada akibat ini adalah graf Cn[Wm]. Berikut adalah akibat

yang kedua dari Teorema 2.1.

n

dan graf roda Wm, dimana n ≥ 3 dan m ≥ 3, maka γ (Cn[Wm]) = dn3 e.

Bukti. Graf Cn[Wm] adalah graf dengan V (Cn[Wm]) = {xiA, xiyj ; 1 ≤ i ≤
n; 1 ≤ j ≤ m}, E(Cn[Wm]) = {xiyj xiyj+1; 1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤ m − 1} ∪ {xiym
xiy1; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {xiA xiyj ; 1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤ m} ∪ {xiyj xi+1yk; 1 ≤ i ≤
n − 1; 1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ m} ∪ {xnyj x1yk; 1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ m} ∪ {xiA
xi+1A; 1 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {xnA x1A} ∪ {xiA xi+1yj ; 1 ≤ i ≤ n − 1; 1 ≤ j ≤ m}
∪ {xnA x1yj ; 1 ≤ j ≤ m} ∪ {xiA xi−1yj ; 2 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤ m} ∪ {x1A

xnyj ; 1 ≤ j ≤ m}, |V (Cn[Wm])| = n(m + 1), |E(Cn[Wm])| = m2n + 4mn + n,

dan ∆ (Cn[Wm]) = 3(m+ 1)− 1. Pilih titik yang menjadi dominating set D =

{xi−1A; 1 ≤ i ≤ n; i = kelipatan 3} ∪ {xnA;n = 3k + 1; dimana k ∈ A}, maka

dapat dilihat bahwa D adjacent dengan semua elemen V \D. |D| = dn3 e sehingga

γ (Cn[Wm]) = dn3 e. Berdasarkan Teorema 1 dinyatakan bahwa d p
1+∆(Cn[Wm])e ≤

γ (Cn[Wm]) ≤ p −∆ (Cn[Wm]), substitusikan nilai p dan ∆ (Cn[Wm]) menjadi

dn(m+1)
3(m+1) e ≤ γ (Cn[Wm]) ≤ mn− (3(m+ 1)− 1), sehingga diperoleh batas bawah

dan batas atas domination number yaitu dn3 e ≤ γ (Cn[Wm]) ≤ mn−3m+n−2.

Maka γ (Cn[Wm]) berada pada batas bawah domination number. 2

Selanjutnya akan disajikan akibat yang ketiga dari Teorema 2.1, dimana

graf yang digunakan pada akibat ini adalah graf Ln[Km]. Berikut adalah akibat

yang ketiga dari Teorema 2.1.

n

dan graf lengkap Km, dimana n ≥ 3 dan m ≥ 3, maka domination number dari
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(Ln[Km]) adalah sebagai berikut:

γ (Ln[Km]) =

{
dn2 e , dimana n = ganjil.
n
2 + 1, dimana n = genap.

Bukti. Graf Ln[Km] adalah graf dengan V (Ln[Km]) = {yixj , zixj ; 1 ≤ i ≤
n; 1 ≤ j ≤ m}, E(Ln[Km]) = {yixj yixk; 1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ m; j 6=
k} ∪ {zixj zixk; 1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ m; j 6= k} ∪ {yixj yi+1xk; 1 ≤ i ≤
n − 1; 1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ m} ∪ {yixj zixk; 1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ m}
∪ {zixj zi+1xk; 1 ≤ i ≤ n − 1; 1 ≤ j ≤ m; 1 ≤ k ≤ m}, |V (Ln[Km])| = 2mn,

|E(Ln[Km])| = 4m2n − 2m2 − mn, dan ∆ (Ln[Km]) = 4m − 1. Pilih titik

yang menjadi dominating set D = {y4i−3xj ; 1 ≤ i ≤ dn4 e; yj adalah sebarang

satu titik di Km} ∪ {{z4i−1xj ; 1 ≤ i ≤ dn4 e; yj adalah sebarang satu titik di

Km;n = 4k atau n = 4k − 1; dimana k ∈ A} atau {z4i−1xj ; 1 ≤ i < dn4 e; yj
adalah sebarang satu titik di Km;n = 4k − 2 atau n = 4k − 3; dimana k ∈ A}}
∪ {ynxj , yj adalah sebarang satu titik di Km m;n = 4k; dimana k ∈ A} ∪
{znxj , yj adalah sebarang satu titik di Km;n = 4k − 2; dimana k ∈ A}, maka

dapat dilihat bahwa D adjacent dengan semua elemen V \D. |D| = dn2 e untuk

n ganjil dan |D| = n
2 + 1 untuk n genap, sehingga γ (Ln[Km]) = dn2 e untuk

n ganjil dan γ (Ln[Km]) = n
2 + 1 untuk n genap. Berdasarkan Teorema 1

dinyatakan bahwa d p
1+∆(Ln[Km])e ≤ γ (Ln[Km]) ≤ p−∆ (Ln[Km]), substitusikan

nilai p dan ∆ (Ln[Km]) menjadi d2mn
4m e ≤ γ (Ln[Km]) ≤ 2mn − (4m − 1),

sehingga diperoleh batas bawah dan batas atas domination number yaitu dn2 e ≤ γ
(Ln[Km]) ≤ 2mn − 4m + 1. γ (Ln[Km]) berada pada batas bawah domination

number untuk n ganjil dan γ (Ln[Km]) berada pada batas bawah domination

number ditambah satu untuk n genap. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa
n
2 + 1 ≤ 2mn − 4m + 1. 2mn − 4m + 1 = n

2 (4m − 8m
n + 2

n). Untuk sebarang

m ≥ 3 dan n ≥ 4 dimana n genap diperoleh 6 ≤ 4m − 8m
n < 4m dan 2

n ≤
1
2 ,

sehingga 4m − 8m
n + 2

n > 6. Hal ini mengakibatkan n
2 (4m − 8m

n + 2
n) > n

2 + 1.

Sehingga diperoleh n
2 +1 < 2mn−4m+1. Maka n

2 +1 selalu berada pada selang

domination number. Maka γ (Ln[Km]) berada pada batas bawah domination

number untuk n ganjil dan γ (Ln[Km]) berada pada batas bawah domination

number ditambah satu untuk n genap. 2

Selanjutnya akan disajikan akibat yang keempat dari Teorema 2.1, dimana

graf yang digunakan pada akibat ini adalah graf Pn[Btm]. Berikut adalah akibat

yang keempat dari Teorema 2.1.

n

dan graf buku segitiga Btm, dimana n ≥ 2 dan m ≥ 2, maka γ (Pn[Btm]) = dn3 e.
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Bukti. Graf Pn[Btm] adalah graf dengan V (Pn[Btm]) = {xiyj , xizk; 1 ≤ i ≤
n; 1 ≤ j ≤ 2; 1 ≤ k ≤ m}, E(Pn[Btm]) = {xiyj xiyj+1; 1 ≤ i ≤ n; j = 1} ∪
{xiyj xizk; 1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤ 2; 1 ≤ k ≤ m} ∪ {xiyj xi+1yl; 1 ≤ i ≤ n − 1; 1 ≤
j ≤ 2; 1 ≤ l ≤ 2} ∪ {xiyj xi+1zk; 1 ≤ i ≤ n − 1; 1 ≤ j ≤ 2; 1 ≤ k ≤ m}
∪ {xiyj xi−1zk; 2 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤ 2; 1 ≤ k ≤ m} ∪ {xizk xi+1zl; 1 ≤ i ≤
n − 1; 1 ≤ k ≤ m; 1 ≤ l ≤ m}, |V (Pn[Btm])| = n(m + 2), |E(Pn[Btm])| =

m2n−m2 + 6mn− 4m+ 5n− 4, dan terdapat dua kemungkinan ∆ (Pn[Btm]),

yaitu ∆ (Pn[Btm]) = 2m + 3 untuk n = 2 dan ∆ (Pn[Btm]) = 3m + 5 untuk

n ≥ 3. Pilih titik yang menjadi dominating set D = {xi−1yj ; 1 ≤ i ≤ n; i =

kelipatan 3; yj adalah sebarang satu titik di Btm; dimana ∆ (yj) = |V (Btm)|−1}
∪ {xnyj ; yj adalah sebarang satu titik di Btm; dimana ∆ (yj) = |V (Btm)| −
1};n = 3k + 1; dimana k ∈ A}, maka dapat dilihat bahwa D adjacent dengan

semua elemen V \D. |D| = dn3 e sehingga γ (Pn[Btm]) = dn3 e. Berdasarkan

Teorema 1 dinyatakan bahwa d p
1+∆(Pn[Btm])e ≤ γ (Pn[Btm]) ≤ p−∆ (Pn[Btm]),

substitusikan nilai p dan ∆ (Pn[Btm]). Untuk n = 2 maka ∆ (Pn[Btm]) = 2m+3

sehingga d p
1+∆(Pn[Btm])e ≤ γ (Pn[Btm]) ≤ p−∆ (Pn[Btm]) menjadi d2m+4

2m+4e ≤ γ
(Pn[Btm]) ≤ (2m+4)−(2m+3), sehingga diperoleh batas bawah dan batas atas

domination number yaitu 1 ≤ γ (Pn[Btm]) ≤ 1. Maka γ (Pn[Btm]) berada pada

batas bawah domination number. Untuk n ≥ 3 maka ∆ (Pn[Btm]) = 3m + 5

sehingga d p
1+∆(Pn[Btm])e ≤ γ (Pn[Btm]) ≤ p−∆ (Pn[Btm]) menjadi dn(m+2)

3m+6 e ≤ γ
(Pn[Btm]) ≤ n(m + 2) − (3m + 5), sehingga diperoleh batas bawah dan batas

atas domination number yaitu dn3 e ≤ γ (Pn[Btm]) ≤ mn − 3m + 2n − 5. Maka

γ (Pn[Btm]) berada pada batas bawah domination number. 2

Teorema yang kedua adalah domination number pada hasil operasi amal-

gamation dari sebarang graf sederhana. Teoremanya adalah sebagai berikut:

3 Teorema 3 Misal G adalah sebarang graf sederhana dengan ∆ (G) = |V (G)|
− 1. Maka domination number dari γ (Amal (G, v = xi, r)) = 1, dimana xi ∈
V (G), ∆ (xi) = |V (G)| − 1, dan r ≥ 2.

Bukti. Amalgamation titik dari suatu graf G dinotasikan dengan Amal (G, v, r)

dimana G adalah suatu keluarga graf berhingga, setiap G mempunyai suatu titik

v yang disebut titik terminal, dan r menyatakan banyaknya graf G yang akan

di-amalgamation. Misal G adalah sebarang graf sederhana dengan |V (G)| = m

dan ∆ (G) = m − 1, maka |V (Amal (G, v = xi, r))| = r(m − 1) + 1 dimana

xi adalah titik terminal berderajat m − 1, sehingga ∆ (Amal (G, v = xi, r) =

r(m−1). Pilih titik yang menjadi dominating set D = {xi; ∆ (xi) = |V (G)|−1},
maka dapat dilihat bahwa D adjacent dengan semua elemen V \D. |D| = 1

sehingga γ (Amal (G, v = xi, r)) = 1. Berdasarkan Teorema 1 dinyatakan bahwa

Hendry, et.al: Dominating Set pada Hasil Operasi Graf Khusus 94



d p
1+∆(Amal(G,v=xi,r))e ≤ γ (Amal (G, v = xi, r)) ≤ p −∆ (Amal (G, v = xi, r)),

substitusikan nilai p dan ∆ (Amal (G, v = xi, r)) menjadi d r(m−1)+1
r(m−1)+1e ≤ γ (Amal

(G, v = xi, r)) ≤ (r(m− 1) + 1)− r(m− 1), sehingga diperoleh batas bawah dan

batas atas domination number yaitu 1 ≤ γ (Amal (G, v = xi, r)) ≤ 1. Maka γ

(Amal (G, v = xi, r)) berada pada batas bawah domination number. 2

Selanjutnya akan disajikan akibat dari Teorema 2.2, dimana graf yang

digunakan pada akibat ini adalah graf Amal (Btn, v = x2, r). Berikut adalah

akibat dari Teorema 2.2.

n,

dimana n ≥ 2 dan r ≥ 2, maka γ (Amal (Btn, v = x2, r)) = 1.

Bukti. Graf Amal (Btn, v = x2, r) adalah graf dengan V (Amal (Btn, v =

x2, r) = {x1,k, x2; yj,k; 1 ≤ j ≤ n; 1 ≤ k ≤ r}, E(Amal (Btn, v = x2, r) = {xi,k
x2; 1 ≤ k ≤ r} ∪ {x1,k yj,k; 1 ≤ j ≤ n; 1 ≤ k ≤ r} ∪ {x2 yj,k; 1 ≤ j ≤
n; 1 ≤ k ≤ r}, |V (Amal (Btn, v = x2, r))| = r(n + 1) + 1, |E(Amal (Btn, v =

x2, r))| = r(2n + 1), dan ∆ (Amal (Btn, v = x2, r) = r(n + 1). Pilih titik

yang menjadi dominating set D = {x2}, maka dapat dilihat bahwa D adjacent

dengan semua elemen V \D. |D| = 1 sehingga γ (Amal (Btn, v = x2, r)) = 1.

Berdasarkan Teorema 1 dinyatakan bahwa d p
1+∆(Amal(Btn,v=x2,r))e ≤ γ (Amal

(Btn, v = x2, r)) ≤ p − ∆ (Amal (Btn, v = x2, r)), substitusikan nilai p dan

∆ (Amal (Btn, v = x2, r)) menjadi d r(n+1)+1
r(n+1)+1e ≤ γ (Amal (Btn, v = x2, r)) ≤

(r(n+1)+1)−r(n+1), sehingga diperoleh batas bawah dan batas atas domination

number yaitu 1 ≤ γ (Amal (Btn, v = x2, r)) ≤ 1. Maka γ (Amal (Btn, v =

x2, r)) berada pada batas bawah domination number. 2

Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bagian sebelumnya, dapat di-

simpulkan bahwa:

1. γ (G1[G2]) = γ (G1), dimana ∆ (G2) = |V (G2)| − 1.

2. γ (Pn[Km]) = dn3 e, dimana n ≥ 2 dan m ≥ 3.

3. γ (Cn[Wm]) = dn3 e, dimana n ≥ 3 dan m ≥ 3.

4.

γ (Ln[Km]) =

{
dn2 e , dimana n ≥ 3 ,m ≥ 3 , dann = ganjil.
n
2 + 1 , dimana n > 3 ,m ≥ 3 , dann = genap.

5. γ (Pn[Btm]) = dn3 e, dimana n ≥ 2 dan m ≥ 2.
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6. γ (Amal (G, v = xi, r)) = 1, dimana xi ∈ V (G), ∆ (xi) = |V (G)| − 1, dan

r ≥ 2.

7. γ (Amal (Btn, v = x2, r)) = 1, dimana n ≥ 2 dan r ≥ 2.

1 × G2, G1 ⊗ G2, G1[G2] dimana

∆ G2 6= |V (G2)| − 1, dan Shack (P2[Km], v = x1,k, r) dimana r > 50.
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Masalaha Terbuka 1 Peneliti memberikan saran kepada pembaca supaya dapat

men-cari domination number pada hasil operasi sebarang graf khusus yang berada

padabatas bawah domination number, yaitu graf G
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