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Abstract

A set [ of vertices of a simple graph (&, that is a graph without loops and
multiple edges, is called a dominating set if every vertex u € V(&) — IJ is adja-
cent to some vertex v £ [). The domination number of a graph ¢, denoted by
(G}, is the order of a smallest dominating set of ¢. A dominating set ) with
| D] = ~((7) is called a minimum dominating set. We will show dominating set of
graph operation of special graph { P, Ky, cycle Cy, Wi, ladder Ly, Biy, and
special graph G, Ga.
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Pendahuluan

Sebuah graf ¢ didefinisikan sebagai pasangan terurut himpunan (V (G,
E{G)) dimana V() adalah sebuah himpunan berhingga tak kosong yang elemen-
elemennya dinamalkan titik (verter), sedangkan F(() adalah sebuah himpunan
sisl (edge) berbentuk garis lurus atau lengkung yang menghubungkan dua buah
titik. Salah satu kajian dalam teori graf adalah dominating set. Himpunan
I} dari titik graf sederhana ¢ dinamakan dominating set jika setlap titik u £
V(&) — D adjacent ke beberapa titik v € D [?]. Kardinalitas terkecil dari do-
minating set disebut domination number yang dinotasikan dengan ~ (G).

Dominating set banyak diaplikasikan dalam kehidupan sehari-hari, diantara-
nya untuk memodelkan keterkaitan pada jaringan komunikasi komputer, pe-
masangan kamera pengawas, teori jaringan sosial, penempatan pos pantan polisi,
dan lain sebagainya. Pada artikel ini akan dipelajari tentang dominating set pada
hasil operasi graf hhusus, diantaranyva graf G[Gs], P[], Ca[Wnl, LelEKxl.
F,[Bty], Amal (G.v =z, 7)), dan Amal (Bt,,v = za, 7).

Berikut adalah penjelasan dari operasi graf vang dipakai dalam peneli-
tian ini. Composition dari graf G1(Vy, E1) dan G2(V5, F2) dinotasikan dengan
G = G1[G2], yaitu graf dengan himpunan titik V(&) = V{G2) dan dua titik
(wi,u2) dan (v, ve) di G adjacent ketika (uy adj v1) atau (w1 = vy dan us adj
v2) Amalgamation titik dinotasikan dengan Amal (G, v, r) dimana G adalah
suatu keluarga graf berhingga, setiap (¢ mempunyai suatu titik v vang disebut

titik terminal, dan r menyatakan banyvaknya graf (7 yang akan di-amalgamation

Sebelumnya,  telah melakukan penelitian tentang dominating set pada
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graf jaring laba-laba Wb, parasut PC,, helm H, ,,, dan regular Ag, ,,. Ke-
mudian [?] juga melakukan penelitian tentang dominating set pada graf rem
cakram Dby, ,,, prisma D,, ,,, lampion £,, ,, tingkat tangga prisma Dty ,,, dan
Amal (Cyp,,1,m). Penelitian mengenai dominating set pada graf tribun T,,, rantai
pentagon BE,, Shack (Sp,n), Cn ® (Py + K1), Cy + P, lobster L; k. trian-
gular ladder Ly, P, ® Cy, dan P,[C3] telah dilakukan oleh [8]. [?] dan [?] telah
melakukan penelitian tentang aplikasi teori dominating set pada analisis mor-
fologi jalan. Kemudian masih di tahun yang sama, [?] juga melakukan peneli-
tian tentang dominating set pada graf Fl,, Unm, Fn g, Bnm, dan CR,, ., serta
mengaplikasikan teori dominating set pada analisis topologi jaringan Wide Area
Network (WAN).

Berdasarkan penelitian sebelumnya, maka peneliti akan mengembangkan
teori dominating set pada hasil operasi graf khusus, yaitu graf G1[G2|, Pp[Kn],
Cn[Whil, Ln[Kp], Pu[Btm], Amal (G,v = z;,7), dan Amal (Bt,,v = x2,7).

Teorema yang Digunakan
& Teorema 1 Untuk sebarang graf G, maka [ﬁ@} <y (G)<p—A (G).

Bukti: Misalkan S adalah sebuah dominating set dari G. Untuk batas bawah-
nya, setiap titik dapat sebagai dominating set dan mempunyai A(G) ke titik
yang lain. Berakibat, v(G) > [ﬁ@] Untuk batas atasnya, misalkan v adalah
titik dengan derajat maksimum (A(G)) dan N[v] merupakan titik yang adjacent
dengan v. Maka v sebagai dominating set dari N[v] dan titik-titik di V — N[v]
merupakan dominating set mereka sendiri. Berakibat, V' — N[v] merupakan
dominating set dengan kardinalitas p — A(G), sehingga 7(G) < p— A(G). Maka

[H%@W <y(G) <p-A(G) [7].

Hasil Penelitian

Dari hasil penelitian ini diperoleh 2 teorema dan 5 akibat yaitu domi-
nation number pada graf G1[Ga], Pn[Km], Co[Wn], Ln|Kmn], Pn|Btn], Amal
(G,v = x;,7r), dan Amal (Bt,,v = xa,T).

Teorema yang pertama adalah domination number pada hasil operasi com-

position dari sebarang dua graf sederhana. Teoremanya adalah sebagai berikut:

& Teorema 2 Misal Gy dan Gy adalah sebarang graf sederhana dengan A (Ga) =
|V(G2)| — 1. Maka domination number dari v (G1[G2]) = v (G1).
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Bukti. Composition dari graf G1(Vi, E1) dan Go(Va, E2) dinotasikan dengan
G = G1]|G3], yaitu graf dengan himpunan titik V/(G1) x V(G3) dan dua titik
(u1,u2) dan (v1,v2) di G adjacent ketika (u; adj v1) atau (u; = v1 dan ug adj
v9). Misal |V(G1)] = m dan |[V(G2)| = n maka |[V(G1]|Gz2])| = mn. Misal
A (G1) = k, dimana k < m — 1 maka [;75] < v (G1) < m — k dan misal A
(G2) = n—1maka A (G1[G2]) = n(k+1)—1. Pilih titik yang menjadi dominating
set D = {z;y;;1 < i < |V(Gh)|;2 € V(Gh); z; adalah dominating set di Gi;y;
adalah sebarang satu titik di Gg; dimana A (y;) = |V(G2)| — 1}, maka dapat
dilihat bahwa D adjacent dengan semua elemen V\D. |D| =~ (G1) sehingga ~
(G1[G2]) = v (G1). Berdasarkan Teorema 1 dinyatakan bahwa [mw <
v (G1[G2]) < p — A (G1[G2]), substitusikan nilai p dan A (G1[G2]) menjadi
[—<] < v (G1[G2]) < mn — (n(k + 1) — 1), sehingga diperoleh batas bawah

n(k+1)
dan batas atas domination number yaitu [ 7= < v (G1|G2]) < mn—nk—n+1.

k+1
Untuk v (G1) = |35 ], maka v (G1[G2]) b;rrada pada batas bawah domination
number. Untuk (ﬁrﬂ < v (G1) < m — k akan ditunjukkan m — k < mn —
nk—n+1 mn—nk—n+1=m-—k(n— "+ 1) Untuk m > 1,
n > 1,dan k£ < m — 1, ambil m dan n terkecil yaitu m = 2 dan n = 1 sehingga
n— -t = 1—% :%danﬁ = % Sehingga untuk m > 1, n > 1, dan
k < m—1 diperoleh n—ﬁ > %danO < ﬁ < %, sehingga n—ﬁ—&—ﬁ > 1.
Hal ini mengakibatkan m — k(n — o ﬁ) > m — k. Sehingga diperoleh
m —k < mn —nk —n+ 1. Maka v (G1]|G2]) berada pada selang domination
number untuk |75 ] <v (G1) <m — k. O

Selanjutnya akan disajikan akibat yang pertama dari Teorema 2.1, dimana
graf yang digunakan pada akibat ini adalah graf P,[K,,|. Berikut adalah akibat

yang pertama dari Teorema 2.1.

Akibat 1 Misal G adalah graf hasil operasi composition dari graf lintasan
Pn dan graf lengkap Kp,, dimana n > 2 dan m > 3, maka v (Pu[Kn]) = [5].

Bukti. Graf P,[K,,| adalah graf dengan V(P,[K,,]) = {z;y;;1 <i<n;1 <j <
m}, E(Py[Km]) = {ziy; ziyr; 1 <0 <ns1 <j <mij # k) U {zyy ipaye; 1 <
i<n-L1<j<mil<k<m), [V(B[Kn))| = mn, [E(P[Kn)| = 5= 1
m?(n—1), dan terdapat dua kemungkinan A (P,[K,]), yaitu A (P,[Kp]) = 2m—
1 untuk n =2 dan A (P,[K,]) = 3m — 1 untuk n > 3. Pilih titik yang menjadi
dominating set D = {x;_1y;;1 < i < n;i = kelipatan 3;y; adalah sebarang satu
titik di K} U {zny;;n = 3k +1; dimana k € A;y; adalah sebarang satu titik di
K}, maka dapat dilihat bahwa D adjacent dengan semua elemen V\D. |D| =
n n

[51] sehingga v (P,[Ky]) = [5]. Berdasarkan Teorema 1 dinyatakan bahwa
[mw < v (Pu[Km]) < p— A (P,]K,)), substitusikan nilai p dan A
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(P[Kp]). Untuk n = 2 maka A (P,[K,,]) = 2m —1 sehingga (WM] <~
(Po[Km]) < p— A (P[Kp]) menjadi [%ﬂ < v (Po[Km]) < 2m — (2m — 1),
sehingga diperoleh batas bawah dan batas atas domination number yaitu 1 <~
(Po[Km]) < 1. Maka v (P,[K,]) berada pada batas bawah domination number.
Untuk n > 3 maka A (P,[K,,]) = 3m—1 sehingga [m] <A (P[Kn]) <
p—A (P,[K;y]) menjadi [52] < v (P,[Kp,]) < mn—(3m—1), sehingga diperoleh
batas bawah dan batas atas domination number yaitu [5] < v (Py[Kp,]) <
mn — 3m + 1. Maka v (P,[K,,]) berada pada batas bawah domination number.
|

Selanjutnya akan disajikan akibat yang kedua dari Teorema 2.1, dimana
graf yang digunakan pada akibat ini adalah graf C,[W,,]. Berikut adalah akibat

yang kedua dari Teorema 2.1.

Akibat 2 Misal G adalah graf hasil operasi composition dari graf cycle Cn
dan graf roda Wy, dimana n > 3 dan m > 3, maka v (Cp[Wi]) = [5].

Bukti. Graf C,[W,,] adalah graf dengan V(Cp[Wp]) = {z:4,2y;;1 < i <
n;1 < j <m}, BE(ColWi]) = {ziy; ziyjp131 <t <njl <j <m—1} U {ziym
ziy;1 <@ < npU{zAd 2yl <i<n;l <5 <m}p U {xy; zigaye;l <@ <
n—11<j<m;l <k<m}U {zyy ziyp;1 <j<m;l <k <m}U{x;A
Tip1 A1 <i<n—-1} U{z,Ad 1A} U {z;A 511y;31 <i<n—-1;1<j<m}
U {zpAd 219551 < j < m} U {ziA 2y;52 < i <n;1 < j <m} U {14
Ty 1 < § < m}, [V(Co[Wi))| = n(m + 1), |E(Ch[Wn])| = m?n + 4mn + n,
dan A (C,[Wy,]) = 3(m + 1) — 1. Pilih titik yang menjadi dominating set D =
{zi-14;1 < i < n;i = kelipatan 3} U {z,A;n = 3k + 1; dimana k € A}, maka
dapat dilihat bahwa D adjacent dengan semua elemen V\D. |D| = [%] sehingga
v (Cn[Wn]) = [5]. Berdasarkan Teorema 1 dinyatakan bahwa [m] <
v (Cu[Wi]) < p— A (C,[Wy,]), substitusikan nilai p dan A (C,,[W,,]) menjadi
[g((;lﬂ))] <A (Cr[Wn]) <mn—(3(m+1)—1), sehingga diperoleh batas bawah
dan batas atas domination number yaitu [5] <y (Cp[Wp]|) < mn—3m+n—2.

Maka v (Cy,[Wy,]) berada pada batas bawah domination number. O

Selanjutnya akan disajikan akibat yang ketiga dari Teorema 2.1, dimana
graf yang digunakan pada akibat ini adalah graf L, [K,]. Berikut adalah akibat
yang ketiga dari Teorema 2.1.

Akibat 3 Misal G adalah graf hasil operasi composition dari graf ladder Ln
dan graf lengkap K., dimana n > 3 dan m > 3, maka domination number dari
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(Lp[Kpn]) adalah sebagai berikut:

(5] , dimana n = ganjil.

7 EnlHm]) = { 5 +1, dimana n = genap.

Bukti. Graf L,[K,,| adalah graf dengan V(L,[Kp]) = {yizj, zix;;1 < i <
n;1 < j <m}, E(Lp[Kn)) = {yiz; yiwr 1 <i<n;jl <j<m;1 <k <m;j#
k}U{zizj ziwp; 1 <i <1 <j<m;l <k <m;j#k} U{yizj yigprap; 1 < i <
n—11<j<ml<k<m}U{yz; zizp;1 <i<n;l <j<m;l<k<m}
U {zizj zitizp;l <i<n—-1,1 <j <ml <k <m}, |[V(L,[Kn])| = 2mn,
|E(Ln[Km])| = 4m?n — 2m? — mn, dan A (L,[K,])) = 4m — 1. Pilih titik
yang menjadi dominating set D = {ys3z;;1 < i < [%];y; adalah sebarang
satu titik di Ky} U {{zg-125;1 < @ < [];9; adalah sebarang satu titik di
Kp;n = 4k atau n = 4k — 1; dimana k € A} atau {zg12;;1 < i < [§];9;
adalah sebarang satu titik di K,,;n = 4k — 2 atau n = 4k — 3; dimana k € A}}
U {ynz;,y; adalah sebarang satu titik di K,, m;n = 4k; dimana k € A} U
{#znxj,y; adalah sebarang satu titik di K,,;n = 4k — 2; dimana k € A}, maka
dapat dilihat bahwa D adjacent dengan semua elemen V\D. |D| = [§] untuk

n ganjil dan |[D| = § + 1 untuk n genap, sehingga v (L,[Kp]) = [5] untuk

n ganjil dan v (L,[Ky]) = § + 1 untuk n genap. Berdasarkan Teorema 1
dinyatakan bahwa (1+A(Lp [Km]ﬂ < (Ln[Kn]) < p—A (Ly[K)), substitusikan
nilai p dan A (L,[K,,]) menjadi [Z222] < v (L,[Ky,]) < 2mn — (4m — 1),

sehingga diperoleh batas bawah dan batas atas domination number yaitu [5] < v
(Lp[Kn]) < 2mn —4m + 1. v (Ly[K,,]) berada pada batas bawah domination
number untuk n ganjil dan v (L,[K,,]) berada pada batas bawah domination
number ditambah satu untuk n genap. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa
Z4+1<2mn—4m+1. 2mn—4m+1 = Z(4m — 82 + 2)_ Untuk sebarang
m > 3 dan n > 4 dimana n genap diperoleh 6 < 4m — STm < 4m dan % < %,
sehingga 4m — 877” + % > 6. Hal ini mengakibatkan % (4m — STm + %) > 5+ 1.
Sehingga diperoleh & +1 < 2mn —4m+1. Maka 5 +1 selalu berada pada selang
domination number. Maka v (L,[K,,]) berada pada batas bawah domination
number untuk n ganjil dan v (L,[K,,]) berada pada batas bawah domination

number ditambah satu untuk n genap. O

Selanjutnya akan disajikan akibat yang keempat dari Teorema 2.1, dimana
graf yang digunakan pada akibat ini adalah graf P,[Bt,,]. Berikut adalah akibat

yang keempat dari Teorema 2.1.

Akibat 4 Misal G adalah graf hasil operasi composition dari graf lintasan Pn

dan graf buku segitiga Bt,,, dimana n > 2 dan m > 2, maka vy (P,[Bty]) = [§].
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Bukti. Graf P,[Bt,,]| adalah graf dengan V(P,[Bt,,]) = {ziy;j, zizi; 1 < i <
n;l < j < 2:1 <k <m}, E(P,[Btp,]) = {ziy; ziyj+1;1 < i < myj =1} U
{riyj viz;1 <i <1 <j <21 <k <m}U{zy vyl <i<n—-1;1<
J <21 <1 <2 U{zyy vzl <i<n—-11<j5 <21 <k <m}
Uz wic12i;2 <0 <n;l <5 <251 <k <mp U {mizg 2251 <0 <
n—11<k<ml<Il<m}, |[V(P[Btn])] = n(m + 2), |E(P,[Bty))| =
m2n — m? + 6mn — 4m + 5n — 4, dan terdapat dua kemungkinan A (P,[Bt,,]),
yaitu A (P,[Btp]) = 2m + 3 untuk n = 2 dan A (P,[Bty,]) = 3m + 5 untuk
n > 3. Pilih titik yang menjadi dominating set D = {x;_1y;;1 < i < nji =
kelipatan 3;y; adalah sebarang satu titik di Bt,,; dimana A (y;) = |V (Bty,)|—1}
U {zny;;y; adalah sebarang satu titik di Bt,,; dimana A (y;) = |V(Bty)| —
1};n = 3k + 1; dimana k € A}, maka dapat dilihat bahwa D adjacent dengan
semua elemen V\D. |D| = [%] sehingga v (P,[Bty]) = [§]. Berdasarkan
Teorema 1 dinyatakan bahwa {mw <7 (Pu[Btm]) < p—A (Py[Btn]),
substitusikan nilai p dan A (P,[Bt,,]). Untuk n = 2 maka A (P,[Bty,]) = 2m+3
schingga [ 52y <7 (PalBim]) <p— A (P[Bt]) menjadi [224] < 4
(Py[Btm]) < (2m+4) —(2m+3), sehingga diperoleh batas bawah dan batas atas
domination number yaitu 1 <~ (P,[Bty,]) < 1. Maka v (P,[Bt,,]) berada pada
batas bawah domination number. Untuk n > 3 maka A (P,[Bty,]) = 3m +5
sehingga [ a1y | <7 (PalBtm]) < p—A (PalBtn]) menjadi [0 <y
(Py[Btm]) < n(m + 2) — (3m + 5), sehingga diperoleh batas bawah dan batas
atas domination number yaitu [5] < v (Pu[Btn]) < mn —3m 4 2n — 5. Maka

v (P,[Bty,]) berada pada batas bawah domination number. O

Teorema yang kedua adalah domination number pada hasil operasi amal-

gamation dari sebarang graf sederhana. Teoremanya adalah sebagai berikut:

& Teorema 3 Misal G adalah sebarang graf sederhana dengan A (G) = |V(G)]
— 1. Maka domination number dari v (Amal (G,v = z;,7)) = 1, dimana x; €
V(G), A () =|V(G)| -1, dan r > 2.

Bukti. Amalgamation titik dari suatu graf G dinotasikan dengan Amal (G,v,r)
dimana G adalah suatu keluarga graf berhingga, setiap G mempunyai suatu titik
v yang disebut titik terminal, dan r menyatakan banyaknya graf G yang akan
di-amalgamation. Misal G adalah sebarang graf sederhana dengan |V (G)| = m
dan A (G) = m — 1, maka |V(Amal (G,v = z;,7))] = r(m — 1) + 1 dimana
x; adalah titik terminal berderajat m — 1, sehingga A (Amal (G,v = x;,r) =
r(m—1). Pilih titik yang menjadi dominating set D = {z;; A (z;) = |[V(G)|—1},
maka dapat dilihat bahwa D adjacent dengan semua elemen V\D. |D| = 1
sehingga v (Amal (G,v = z;,7)) = 1. Berdasarkan Teorema 1 dinyatakan bahwa



Hendry, et.al: Dominating Set pada Hasil Operasi Graf Khusus —— 95

[ Tatmaco=y | <7 (Amal (G,v = z4,1)) < p— A (Amal (G,v = z;,7)),
substitusikan nilai p dan A (Amal (G,v = z;,7)) menjadi [%] <~ (Amal
(G,v=ux;,7)) < (r(m—1)+1)—r(m—1), sehingga diperoleh batas bawah dan
batas atas domination number yaitu 1 < v (Amal (G,v = x;,r)) < 1. Maka =

(Amal (G,v = x;,r)) berada pada batas bawah domination number. O

Selanjutnya akan disajikan akibat dari Teorema 2.2, dimana graf yang
digunakan pada akibat ini adalah graf Amal (Bt,,v = x2,7). Berikut adalah
akibat dari Teorema 2.2.

Akibat 5 Misal G adalah graf hasil operasi amalgamation dari graf Btn;
dimana n > 2 dan r > 2, maka vy (Amal (Bt,,v = x2,7)) = 1.

Bukti. Graf Amal (Bt,,v = x9,r) adalah graf dengan V(Amal (Bt,,v =
x2,7) = {1k, 223 Yjk; 1 < J < nyl < k <}, E(Amal (Bty,v = x9,7) = {2k
23l <k < rpU{z1p Yl < j <l <k <rpUA{ag gl <j <
n;1 < k <r}, |V(Amal (Btp,v = z9,7))| =r(n+ 1) + 1, |E(Amal (Bty,v =
x2,7)) = r(2n + 1), dan A (Amal (Bt,,v = x2,7) = r(n + 1). Pilih titik
yang menjadi dominating set D = {x2}, maka dapat dilihat bahwa D adjacent
dengan semua elemen V\D. |D| = 1 sehingga v (Amal (Bty,,v = x2,7)) = 1.
Al By | < 7 (Amal
(Btp,v = x2,7)) < p—A (Amal (Bt,,v = x2,r)), substitusikan nilai p dan
A (Amal (Bt,,v = xz2,r)) menjadi Hgﬁﬁgiﬂ < v (Amal (Bty,v = z9,1)) <
(r(n+1)+1)—r(n+1), sehingga diperoleh batas bawah dan batas atas domination
number yaitu 1 < v (Amal (Bt,,v = x9,7)) < 1. Maka v (Amal (Bt,,v =

x9,7)) berada pada batas bawah domination number. O

Berdasarkan Teorema 1 dinyatakan bahwa [

Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bagian sebelumnya, dapat di-

simpulkan bahwa:

1. v (G1][G2]) = v (G1), dimana A (G3) = |V (G2)| — 1.
2. v (Pu[Kn]) = 5], dimana n > 2 dan m > 3.
3. ¥ (Cu[Wi]) = 5], dimana n > 3 dan m > 3.
4
o (LK) = { E1E d%mana n > 3,m > 3,dann = ganjil.
5 +1, dimanan >3,m > 3,dann = genap.

5. v (Pu[Btn]) = [§], dimana n > 2 dan m > 2.
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6. v (Amal (G,v = z;,7)) = 1, dimana x; € V(G), A (z;) = |V(G)| — 1, dan

r > 2.

7. v (Amal (Bt,,v = z9,7)) = 1, dimana n > 2 dan r > 2.

Masalaha Terbuka 1 Peneliti memberikan saran kepada pembaca supaya dapat

men- cari domination number pada hasil operasi sebarang graf khusus yang berada

padabatas bawah domination number, yaitu grafpGGs, G1 @ G2, G1[Gs] dimana
A Gy # |V(G2)| — 1, dan Shack (Py[Ky,],v = z1k,7) dimana r > 50.
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